Modélisation quadratique
Prélude - Historique et contexte

La parabole est étudiée dés I’Antiquité par les Grecs (Ménechme, Apollonius) comme section d'un
cone. Au XVII® siecle, Galilée montre que la trajectoire d’'un projectile lancé est une parabole. On
retrouve cette courbe dans les arches de ponts, les antennes paraboliques, les phares de voiture ou
encore dans des modeles économiques : le chiffre d’affaires en fonction du prix de vente augmente
puis diminue.

I Les fonctions x — ax? et x— ax®+c

Définition
Une fonction polynéme de degré 2 est une fonction de la forme f(x) = ax? + bx + c avec a # 0. Sa
courbe représentative est une parabole.

Propriété
Pour f(x) = ax?:
e la parabole a pour sommet I'origine O(0 ; 0) 41
et pour axe de symétrie I'axe des ordonnées;
e sia>0,elle est «tournée vers le haut» : f est 5|
décroissante puis croissante;
e sia<0,elle est « tournée vers le bas » : f est
croissante puis décroissante; _ 5 9
e plus |al est grand, plus la parabole est resser- 5
rée. o * )
Pour f(x) = ax®*+c, la parabole est la méme, dé- o 2x2
) . . — —=0,5x+3
calée verticalement de ¢ : son sommet est le point — |
05 o).
Exemple

Tableau de variations de f(x) = —2x%+5:a=-2<0,lesommetest (0; 5).

X —00 0 +00

5

|

II La forme factorisée a(x — x1) (x — x»)
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Propriété
Soit f(x) = a(x — x1)(x — x2) avec a # 0.
» Les racines de f (solutions de f(x) = 0) sont x; et x, : ce sont les abscisses des points d'in-
tersection de la parabole avec I’axe des abscisses.

X1+ X2
2

o Laxe de symétrie de la parabole est la droite d’équation | x ; I'abscisse du sommet

est donc la moyenne des racines.
e f(x) estdusigne de a al’extérieur des racines et du signe opposé entre les racines.

Exemple
f(x) =2(x—-1)(x—5). Lesracines sont 1 et 5. Laxe de symétrie est x = 3 etle sommetest S(3; f(3)) =
(3; —8).

X —00 3 +00

X —00 1 5 +00
f) \ /

f) + 0 - 0 + _8

III Le cas général ax*+ bx + ¢

Méthode - Trouver I'axe de symétrie
Aucune formule n’est a connaitre. Pour f(x) = ax? + bx + ¢, onrésout f(x) =c:

b
ax’*+bx+c=c < ax’*+bx=0 < x(ax+b) =0 < x:Ooux:—E.

Les points d’abscisses 0 et —% ont la méme ordonnée c : ils sont symétriques par rapport a 'axe de
la parabole. L'abscisse du sommet est donc le milieu de ces deux valeurs.

Exemple

fx)=x*-6x+5. f(x)=5< x>-6x=0 < x(x-6)=0 < x=00ux=6.

L'axe de symétrie est x = 3 etle sommetest (3; f(3)) = (3; —4). Comme a =1 >0, f estdécroissante
sur ] —oo; 3] et croissante sur [3; +oo[; son minimum est —4.

Exemple - Modélisation

Un ballon est lancé; sa hauteur (en m) aprés ¢ secondes est h(f) = -5t + 10t +1,5.

h(t)=1,5 < —5t2+10t=0 < —5t(t-2)=0 < t=0o0u t=2. Le sommet est atteint pour
t =1 : hauteur maximale /(1) = 6,5 m.
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